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EQUATIONS FONCTIONNELLES DU DILOGARITHME 


par 


Ismael Souderes 


Resume. — Get article demontre une “nouvelle” famille d’equations fonctionnelles 
( |Eqyt| l {n ^ 4) satisfaites par le dilogarithme de Rogers. Ces equations fonctionnelles 
refletent la combinatoire des coordonnees diedrales des espaces de modules de courbes 
de genres 0, A4o,n- Pour n = 4 on retrouve la relation de dualite et pour n = 5 la 
relation a 5 termes du dilogarithme. Dans une seconde partie, on demontre que la 
famille | |Eqn| l se reduit a la relation a 5 termes. C’est, a la connaissance de I’auteur, la 
premiere fois qu’une famille infinie d’equations fonctionnelles du dilogarithme ayant 
un nombre croissant de variables (n —3 pour ([Eq^) se rMuit a la relation a 5 termes. 

Abstract (Functional equations for Rogers dilogarithm). — This paper 
proves a “new” family of functional equations ([Eq^ for Rogers dilogarithm. These 
equations rely on the combinatorics of dihedral coordinates on moduli spaces of 
curves of genus 0, A4o,n- For n = 4 we find back the duality relation while n = 5 
gives back the 5 terms relation. It is then proved that the whole family reduces to 
the 5 terms relation. In the author’s knownledge, it is the first time that an infinite 
family of functional equations for the dilogarithm with an increasing number of 
variables (n — 3 for (|Eqn|l) is reduced to the 5 terms relation. 
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1. Introduction 


La fonction dilogarithme est une fonction classique de I’aiialyse connue au 
moins depuis Euler. Plus recemment les travaux de D. Zagier IZagSSUZii^lZagOTI 
out permis de mieux comprendre comment la fonction Li 2 est au carrefour de la theo- 
rie des nombres et de la geometrie moderne. Ces dernieres annees I’etude des systemes 
Y, des algebres amassees ont mis au jour de “nouvelles equations fonctionnelles” sa- 
tisfaites par la fonction Li 2 (voir par exemple jChaOSL iKeim IIIK+13^ . Dans cet 
article nous prouvons une famille d’equations fonctionnelles satisfaites par Li 2 en nous 
appuyant sur la geometrie des espaces de modules de courbes en genre 0. 

Pour z G C satisfaisant \z\ < 1, la fonction dilogarithme Li 2 est definie par 

OO ^ 

Li2iz)=J2^- 

k^l 


Elle generalise la fonction 

OO 

Lii{z) = -log(l - z) = 


fc=i 


et satisfait I’equation differentielle 
d 


1 


pour |z| < 1 


1 


^^Li 2 {z) = -- log(l - z) = -Lii{z) 

qui induit, via une representation integrate, le prolongement analytique de Li 2 sur 
C\ [l;oo[. 

Le dilogarithme de Rogers est defini sur I’intervalle ]0,1[ par 
L{x) = Li 2 {x) + i log(a;) log(l - x) 

etendu par L(0) = 0 et L{1) = ^. Le dilogarithme satisfait nombre d’equations 
fonctionnelles (voir par exemple [Zag07| ). Parmi les plus familieres, on trouve la 
relation de dualite 

(1) L{x) + L{1 - x) = L{1) 
et la relation a 5-termes 

(2) L{x) + L{- -) + L{- -+ L[y) + L(1 — xy) = 31/(1). 

\ — xy 1 — xy 

Les deux equations ci-dessus sont valables a priori lorsque tons les arguments sont 
compris entre 0 et 1. Pour une extension a K ou P^(R) (et a valeur dans R/^Z, on 
consultera 


ZagOT Chap. II, section A 


Les symetries de ces deux relations correspondent aux symetries des espaces de 
modules de courbes en genre 0 : AIo ,4 et Ado, 5 - On regardera done ces deux relations 
sur la “cellule standard” de AIo, 4 (®.) et Ado, 5 (K) respectivement l |Bro09I section 
2.7]). F. Brown dans |Bro09] a introduit les coordonnees diedrales 




= Uj^i sur les 


espaces de modules A4o,n- Ces coordonnees sont associees aux cordes strictes d’un 
polygone dont les sommets sont numerotes par les elements de {!,..., n}. II est a 
noter que les indices i et j font reference aux numeros des sommets. L’ensemble des 
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“numerotations” possibles des somniets, modulo I’action du groupe diedral D2n-, definit 
un recouvrement affine de I’espace Ado,n ( |Bro09[ Section 2]. La cellule standard est 
alors definie par le choix de la numerotation cyclique des sommets de 1 a n, c’est la 
structure diedrale 6 standard, et la condition Uij > 0. On se place dans le cas de la 
structure diedrale standard. On a en particulier : 

i,j G {1,..., u} avec iy^j — + l mod n. 

Ces coordonnees ne sont pas independantes et F. Brown a montre en particulier que 
pour i fixe, toute coordonnee Uij, comme toute fonction sur Ado,n s’ecrit comme une 
fonction rationnelle en les Uij I’indice j variant dei + lai + n —1 modulo n (Corollaire 
2.23 de |Bro09| l. On montre ici 

Theoreme (Theoreme 13.1|) . — Soit u ^ 4 et Xn I’ensemble des n(n — 3)/2 paires 
{i,j} avec I ^ i, j ^ n tel que i, j, i + 1 et j + 1 soient distincts modulo n. Lorsque 
Uij ^ 0 pour tout i et j, on a 

(Eqn) E 

{iu'KXn 

L’equation ( |Eq„[ ) pour n = 5 est exactement I’equation a 5 termes precedemment 
citee. On montre aussi 

Theoreme (Theoreme 14. i]) . — L’equation ( |Eq„[ ) pour n = 5 implique I’equation 
( |Eqra[ ) pour tout n ^ 4. 

L’auteur espere par ailleurs que cette approche eclairera sous un autre angle les 
equations fonctionnelles du dilogarithme associees a I’etude des algebres amassees et 
des E-systemes |Cha05L [KelTTl IIIK+13aL IIIK+131^ . 

La section suivante rappelle certains aspects des coordonnees diedrales et leurs 
comportements vis a vis des applications d’oubli de points marques entre espaces de 
modules de courbes. La section |3] prouve le Theoreme 13.11 La section 0] prouve le 
theoreme KT\ apres quelques rappels sur les applications d’oublis de points marques 
entre espaces de modules Mo,n- 


2. Coordonnees diedrales et espaces de modules A4o,n 

2.1. Coordonnees diedrales. — On rappelle ici brievement la construction et 
quelques proprietes des coordonnees diedrales sur Ado,™- Pour plus de details le lecteur 
consultera [Bro09l Section 2]. 

Soit n ^ 4. On note Aio,n I’espace de module de courbes de genre 0 a n point 
marques. Si (P^)" represente I’espace des n-uplets d’elemeiits distincts de I’espace 
A4o,n s’identifie a (P^)" modulo Taction diagonale de PSL 2 . 

Pour quatre elements distincts i, j, k, I de {1,... ,n} \e birapport est defini 

par 

(Zj - Zk){Zj - Zl) 

{Zi - Zl){Zj - Zk) 


[ij\kl] 
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on zi,Zn sont les coordonnees affines standard sur (P^)". Ces birapports sont PSL 2 
invariants mais ne sont bien evidemment pas independants (par exemple = 

[Zfc|ji]). Parmi ceux-ci on distingue les coordonnees diedrales definies pour i, i+1, j, j+1 
distinct modulo n par 

Uij = [ii+l\j + Ij] 

qui ne depend que de la paire {i,j}- On note Xn I’ensemble de telles paires. 

Le nom diedral prend sa source dans la representation suivante. Le groupe des 
permutations sur n elements S'„ agit sur A4o,n par permutation des points marques. 
Les points reels de Ado,n se decomposent en une union de composantes connexes. 
Pour Pune d’elle, la cellule standard, les points marques sont dans P ’’ordre cyclique” 
naturel sur le cercle P^(R) : zi < Z 2 < ■ ■ ■ < Zn < zi- L’action du groupe diedral 
preserve cette cellule ainsi que Pensemble des birapports Uij. F. Brown commence lui 
par fixer une structure diedrale sur les points marques (c’est a dire par choisir une 
composante connexe). Nous sommes ici dans un cas particulier de sa construction. 
On note <5, ou Sn si la precision du nombre de points marques est necessaire, Pordre 
cyclique standard {l<2<...<n<l}. 

Les paires {i, j} s’identifient aux cordes d’un n-gone dont les sommets sont nume- 
rotes de 1 a n. Les birapports Uij satisfont les relations 

(3) Uij + Uk,i = 1 

a^i^b—1 b^k^c—1 

c^j^d—1 d^l^a—1 

ou Pensemble ordonne {1 < ... < n} a ete identifie a Z/nZ muni de Pordre cyclique 
standard l<2<...<n = 0<l. 

L’identification entre les paires {i, j} et les cordes d’un polygone est representee a 
la figure [TJ II faut noter que les cotes du polygone portent le label correspondant au 
point marque et que le sommet i represente le couple (zj, zi+i). Les relations donnees 



Figure 1. 

par Pequation ([3]) sont representees a la figure [2l Les indices des coordonnees Uij 
premier terme de Pequation (|31) sont dans la partie A pendant que ceux du deuxieme 
terme sont dans la partie B : les deux ensembles de cordes se coupent completement 
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Figure 2. 

f [Bro09l p. 384 et Figure 2]). Dans le cas oil A ne contient qu’une corde, la relation 
([31) s’ecrit 

(4) Ua,c + Uk,l = 1 

a+l^fc^c—1 
c+l^Z^a—1 

On note C I’ideal engendre par les equations (|31) pour {i,j} € Xn- F. Brown 

definit I’espace A4 q „ par 

^0,n = Spec e Xn]/In) 

et montre la suite d’inclusions 

A4o,ra —>■ -Adp „ —)■ Mo,n, 

ainsi que ( |Bro09l Lemme 2.5]) 

•Adp.n — Spec I ^ Xnl/^nj 5 

A4o,n designant ci-desssus la compactification de Deligne-Mumford de Mo,n- Le cellule 
standard fermee correspond aux points reels de A4g „ pour lesquels Uij ^ 0 pour 
toute paire on a aussi l |BroQ9l Section 2.7]) 

$» = {0 < Uij ^ 1 pour tout{i, j} e Xn} C Alg „(M). 

On note la cellule ouverte. 

Si les coordonnees diedrales ne sont pas independantes, on pent cependant en choi- 
sir des sous-ensembles donnant des coordonnees globales sur Alo.n ( |Bro091 Corollaire 
2.23]). On travaille ici avec les sous-ensembles “en etoile” 

{R1.3: ■ • ■ : Rl.n-l}- 
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Chaque birapport [zi^Zi^jzi^Zi^] s’exprime ainsi comme une fonction rationnelle en les 
j. Dans le cas ou n = 5, les relations ([3]) donnent en particulier 

U2,5 = 1 ~ Ui^3Ui^4, W2,4^2,5 = 1 “ ^1,3, U3^5U2^5 = 1 — U 14 , 


ce qui ce traduit avec x = ui ^3 et y = ui ,4 par 


l-x l-y 

Up3 = X, U2,4 = -, W 3.5 = -, UIA = = l- xy. 

I — xy 1 — xy 


On retrouve les 5-termes de la relation de 5-cycle de L. 


2.2. Applications d’oubli de points marqnes. — Soit J un sous-ensemble de 
S' = {1, ..., n}. On note fj le morphisme 


fj '■ Mo,n -Ato,n-|J| 

oubliant les points marques d’indice dans J. Le morphisme induit A4q „ — ^ Atg „_| j| 
est aussi note fj. Ces morphismes sont compatibles a la composition des que Ji O J 2 = 

0 . 

Les coordonnees diedrales sont compatibles avec ces applications de points marques. 
II faut cependant etre attentif a indexer les points marques de I’espace cible AIo_„_|j| 
par les elements de 


S\J = {l,...,n}\J. 

Dans ce cas, le polygone correspondant aura des cotes decores par Zi avec i G S \ J 
et des sommets decores par des uplets + 1,... + k) traduisant les points oublies 

••• 


Example 2.1. — 1. Pour J = {j}, on represente fj par 
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2. Pour J = {3,4, 7} C {1,, 8}, on represente fj par 




3. On s’interessera ici an cas on J est constitue de suites successives d’un indice 
sur deux. Par exemple pour J = {4,6} U {10} C {1,... 10} : 



Dans cet exemple, une des “suites d’un indice sur deux” est (4,6), I’autre sim- 
plenient 10. 


Le n — I J| polygone correspondant a A4o,n-|j| mais decore en tenant compte du 
morphisnie fj est note P;}. Un sommet i = (i, i +1,..., i + fc) de ce polygone rencontre 
ainsi les cotes decores par Zi et Zi+k+i- Comme precedemment, a une corde stricte de 
P;} correspond un unique birapport 

ll-ij = \Zi Zi^k+l\Z'j+l+l Zj\ G (!l(Alo,n—IJ|) 

ou i = (z,..., i + fc) et j = (j,..., j + 1). Si m = n — I J|, on ecrira parfois simplement 
zzO pour ■ Lorsque i = (z) (ou j = (j)), on utilisera parfois la notation plus simple 
= zz”j. Ces simplifications de la notation s’expliquent par la compatibilite des 
coordonnees diedrales vis a vis de fj r |Bro091 Lemma 2.9]) 


/««"/)=n 


Ui 


3^3 


(5) 
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ou par un abus de notation i (resp. j) represente I’ensemble associe an uplet i (resp. 

j)- 

Remarque 2.2. — L’equation ci-dessus montre en particulier que /'r(u”j‘^) ne de¬ 
pend que de i et de j. Ceci justifie la simplification que I’on pourrait 

simplement noter Uij. 


3. Equations fonctionnelles du dilogarithme 

Apres ces preliminaires, on montre ici que le dilogarithme de Rogers L satisfait une 
equation fonctioimelle sur Ado,n pour chaque n ^ 4. On fixe n ^ 4 et on note 4>° la 
cellule standard ouverte de Ato,n(R)- Cette cellule 4)° peut s’identifier au simplexe 
ouvert standard A „_3 = {0 < ti < ■ • • < t „_3 < 1} (coordonnees simpliciales de 
A4o,n) ou avec le cube [0,1]”“^ (coordonnees cubiques de A4o,n)- On utilisera en 
general ici les coordonnees diedrales presentees precedemment. 


Theoreme 3.1. — Pour tout point P de 4)° on a 

{ij}exn 

oil par un abus de notations Uij = Uij{P). 

Corollaire 3.2. — On repere P £ par ses coordonnees P = (ui^ 3 ,... 
avec Uij £ [0,1]. On a alors : 

(6) E ^(/l. K.3. ■ • ■ ,Ul.n-l)) = 

{i.tlGXn 

oil /i j(ui, 3 ,... = Ml J pour j dans {3, n — 1} et oil, pour i, j ^ 1, fij est une 

fonction rationnelle en les Uij donnee par les relations de I’equation © (cf. |Bro09l 
Corollaire 2.23]/ 


Preuve du theoreme ro — On montre que la differentielle du membre de droite de 
dEqnD est nulle; la constante etant determinee par la limite pour mi ,3 = • • • = = 

0 et les relations issues de 

On rappelle que L 2 {x) = Li 2 {x) + ^ log(a;) log(l — x). Pour une paire {i,j} de Xn 
on a done 


.IfTl \ 1 Id(l-Mij) 

d(A(uzj) = ^ log(l - Uij) + - log(u,j) 

Dans le cas d’une corde, la relation © se reduit a I’equation © : 


Uij 


Uk,l = 1 
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ou I’on identifie {1 ,... ,n} avec Z/nZ toujours muni de I’ordre “cyclique standard”. 
On en deduit en particulier : 

log(l^ log('Ufc.;) et ^ ^ 

X U 4 4 Uj i* / 


En iiotant En le membre de droite de ( |Eqn[ ) on a alors 
2d(£;„)= ^ 2d(LK,)) 


{ij}exn 


= log(Uz.j ) 

r . .. \ X 9' 

{*j}6Xn 


E 


f- ^ \ 

{*U}6Xn 


duij 


log(l - Uij)) + 




I ' I 1 -M 

{iu}6Xn 


d(l 


log(Mjj) 


= - E 

{*d}GXn 


dui 


\ 




■l0g(l-M*j)) 


/ 


E 

{*U}GXn 


// 

V 


E 


d{uk,i 

Uk,l 


\ \ 


10g(Ui,; 




En intervertissant les deux signes de somnie de la derniere ligne on trouve 
'dui 


2d(E„) = - ^ 


- \ Uj o 

{*j}exn 


■log(l 


E 

{kJ}GXn 


( ( 

d{uk,i) 


Uk,l 


V 


\\ 




fc+l^z^Z-l 


/ 


La somme des logarithnies du deuxieme terme est egale a log(l — Uk,i) d’ou 

2d(E„) = - log(l - + Y ) =0; 

,1=,. V / ,1. V 


{id}ex 

ce qui conclue la preuve. 


{fc.Oexn 


□ 


En specialisant Tune des coordonnees Uij = 0, les relations ([3]) se transforment en 
deux families de relations du meme type; Tune des families correspondant a Mo,ni, 
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I’autre a A^o,n 2 avec ni + 712 = n + 2. Cette decomposition est I’equivalent en coor- 
doniiees de I’inclusion de Ado.m x A4o,n2 dans A4o,n f |Bro09l Section 2.3]). Ainsi , 
par specialisation, I’equation fonctionnelle ( |Eqn[ ) implique I’equation (Eq„_i). Dans 
le cas n = 5, on obtient en particulier : 

Lemme 3.3. — En specialisant y = = 0 I’equation 

L{u\^z) + L(u2,4) + + L(ui^i) + A(u2,5) = 3-^(1) 

devient 

A(ui,3) + L{u 2,4) = L{1) avec mi _3 + M 2 , 4 = 1- 
On retrouve ici la relation de reflexion. 

Demonstration. — Les relations ([3]) sur A^o.s donnent en particulier 

U2,5 = 1 “ '^'■1,3^1,45 M 3,5 = 1 ~ Ml,4^2,4, 

Ml,3 + M2,4M2,5 = 1- 

En specialisant M 14 = 0, on trouve M 2,5 = M 3,5 = 1 et mi ,3 + M 2,4 = 1. □ 


4. Reduction au cas de la relation a 5-termes et de Ato ,5 

Theoreme f.l. — La famille d’equation ( |Eq„D (nf 5) se deduit de 1’equation fonc¬ 
tionnelle a b-termes de L, (Eqs). 

On a vu que (Eqs) implique (Eq 4 ). Le cas n = 6 etant un peu a part car 6 est “trop 
petit”, on le traite ci-dessous. Pour n = 6 on a 

A(mi,3) + L(m2,4) + L(m3,5) + L{uifi) + L{ui^f) + L(m2,6) + 

L(mi,4) + L{u2,f) + L{u3fi) = 6L(1). 

On note Eq le membre de droite de I’equation ci-dessus. En utilisant les applications 
d’oubli Ado ,6 —Ado ,5 pour J = {2}, J = {4} et J = { 6 }, on ecrit Eg comme une 
somme E^, membres de I’equation (Eqg). Par exemple pour J = {2}, on a I’equation 
associee a Ad 0,5, 

E i(</)) = 3 L(l) 

(ij)ex5 

En composant chacune des fonctions ci-dessus avec fj : Ado,6 — ^ Ado, 5 , on obtient 

E ^(/}(Mf,/))) = 3L(l). 

(ij)ex5 

En utilisant I’equation ([5]), ceci se reecrit 

A(m3,5) -I- L(m4,6) + A(mi,5M2,5) -|- L(mi,4M2,4) + L(u3fi) = 3L(1). 
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Visuellement le membre de droite se represente par le polygene associe a fj 


( 1 . 2 ) 



etant entendu que I’on applique L au pull-back des coordonnees donnees par les cordes 
et que Ton somme chacun de ces termes. Les pull-back se lisent directement sur le 
polygone ; dans Texemple ci-dessus pour la corde ((1, 2), 5), on “lit” : 

/jKu2),5) = Ul,5U2,5- 

On precede de meme pour J = {4} et J = {6} obtenant ainsi trois equations (Eqs), 
que I’on additionne pour obtenir 


Eq -I- L(ltq5M2,5) + L(wi,4'«2,4) + L{u3fiU4fi) + L(uq4Uq3)-|- 

L{u2,5U2,e) + = 9L(1). 

Enfin les relations ([3]) pour Mo,6 donnent 

Wl, 4 II 2 ,4 + 113 , 5113,6 = 1; Il3,6ll4,6 + lll,5ll2,5 = 1; lll,4lll,3 + Il2,5ll2,6 = 1- 

On conclut alors le cas de Eqg, en utilisant la relation de reflexion. Les relations Eq 4 
et Eqs utilisees ici se resument par les trois pentagones et les trois carres ci-dessous 
(on a omis de noter les Zi) : 


( 1 . 2 ) 



3 



2 



(5,6) (1,2) 6 (1,2) (5,6) 


3 5 (3,4) (3,4) 


Preuve du theoreme \4-l\ — On raisonne par recurrence en supposant que I’equation 
Eqs implique les relations Eq^ pour m < n. Le cas initial de n = 6 ayant deja ete 
traite, on suppose ici que n ^ 7. 
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On suppose d’abord que n = 2k avec done A. On note K I’ensemble {1,..., A:} 
et pour J G K on note / 2 J : Mo,n —> Is morphisme oubliant les points 

marques Z2j pour j dans J. 

Pour J = {ji, ■ • ■, J/}, le polygone associe a A^o,n-|j| et /2J se represente par 


1 



(2j2-l,2j2) 2j2-2 


L’equation fonctionnelle Eq„_|j| est une consequence de Eqs par I’induction et induit 
par composition avec / 2 J une equation sur Ado,n 

(ij)exn-i 

avec I = |J|. On note E 2 J le membre de droite de cette equation et En = E 20 le 
membre de droite de Eq„ : 

r/ ^ (^“3)(n —2) 

2 ^ =- - - L{1). 

{*j}exn 

Les constantes s’ajoutant correctement, il nous suffit de montrer que 



On montre ci apres par une etude combinatoire que Cij = 0. 
Les cordes {i,j} sont de trois types : 



EQUATIONS FONCTIONNELLES DU DILOGARITHME 


13 


- i = (2i - 1, 2i) et j = (2j - 1, 2j) pour i,j e K, 

- i= {i)=i eti = (2j - 1, 2j) pour j £ K et i € {1,... ,n}, 

- i= (i) =i etj = (j) = j pour i,j € {1 ,... ,n}. 

Pour chaque type, il faut ajouter certaines restrictions afin de ne travailler qu’avec des 
cordes strictes. Pour le premier type de corde i = (2i — 1, 2i) et j = (2j — 1, 2j), {i, j} 

est une corde stricte de P^'^ si et seulement si i, jK et i ^ j — l,j,j + 1 modulo k. La 

seconde condition caracterise I’existence d’une telle corde. Lorsqu’elle est satisfaite, il 
y a done ensembles J possibles avec \J\ = I ^ 2. On trouve ainsi 


C{2i-1.2i),{2j-l,2j) 



= 0 . 


Lorsque la corde {i, j} = {i,j} est du troisieme type, on a necessairement I ^ k — 2 
et i ^ j — l,j,j + 1. C’est une corde de si et seulement 


i + 1 i j + 1 
2 ’ 2 ’ 2 


j} niL = {!,.. .,fc} = 0. 


Deux des elements de I’ensemble de droite etant des demi-entiers, la condition ne 
porte que sur deux elements de K. On a done 


a 





= 0 . 


On raisonne de meme dans le cas d’une corde de type “intermediaire” {i, j} = {i, (2j — 
1, 2j)} pour obtenir 


Ci,(2j-l,2j) 



= 0 . 


Ceci conclut le cas n = 2fc (fc ^ 4). Dans le cas ou n est impair n = 2fc +1 se traite 
par etude combinatoire similaire avec K = {1,... ,k}. □ 
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On presente ci-dessous les polygenes presents dans la preuve pour n = 8 puis 
n = 7. Le cas n = 8, K = {1,2,3,4} : 


(|J| = 0) 


( 1^1 = 1 ) 


(|J| = 2) 


(|J| = 3) 


(kl=4) 
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Le cas n = 7, K = {1, 2,3} : 


(|J| = 0) 


( 1^1 = 1 ) 


(|J| = 2) 


(|J| = 3) 



5. Quelques remarques d’ouverture 

A la connaissance de I’auteur c’est la premiere fois qu’une famille infinie d’equations 
fonctionnelles pour le dilogarithme de Rogers en un nombre croissant de variables est 
reduit a la relation a 5 termes ; I’equation ( |Eq„D etant une equation en n — 3 variables. 
Ce travail renforce ainsi I’idee que I’equation a 5 termes (avec la relation d’inversion 
liant L{x) et L(l/x)) est universelle pour le dilogarithme : toute equation fonctionnelle 
du dilogarithme en des fonctions rationnelles d’un nombre quelconque de variables s’y 
reduit. Le cas d’une variable est lui bien connu |Woj9H |Zag88[ . 

On remarque par ailleurs que la preuve du theoreme 14.11 niontrant que la relation 
a 5 termes implique les equations (Eq„), repose uniquement sur la combinatoire des 


espaces de modules de courbes Mo,n- Ainsi, si une fonction F satisfait ( |EqnD pour un 
certain ng ^ 6, on pent esperer montrer par la meme methode que la meme fonction 
F satisfait ( |Eqn[ ) pour tout n assez grand in/2 ^ ng) apres avoir traite un nombre 
fini de cas particuliers. 

En guise de conclusion, on remarque que le travail ci-dessus est aussi valide dans 
le cadre du groupe de Bloch i? 2 (F) ou F est un corps de nombre. Tres brievement, le 
groupe de Bloch peut se definir (voir par ex. |Zag07[ Chap.l §4] ou [Sus87l 
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ISus90] ) comme le quotient de 

( Z[F*] -> A|(F*) Q ^ 

\ [x] I -> [x] A [1 - x] j 

par le sous-groupe Q 2 engendre par 

[x] + [4 [x] + [l-x], [:c] + [^^] + [^^] + [y] + [l-xy]. 

La preuve du theoreme 13.11 montre que les combinaisons lineaires de I’equation ([S]) ; 
qui traduisent les coordonnees diedrales en termes de fonction rationnelles; 

^ ' [/ij'(^1,3: ■ • ■ I ^l,Tt —1)] 

{*d}GXn 

definissent des elements du groupe de Bloch i? 2 (F). On montrerait de meme des equa¬ 
tions fonctionnelles ( |Eq„P associees au dilogarithme de Bloch-Wigner. Le theoreme 
KT\ montre que ces elements sent deja dans Q 2 - 

Enfin, toujours en relation avec la iL-theorie des corps de nombre, un traitement 
similaire dans le cadre des cycles algebriques et des groupes de Chow est possible. 
Le controle de I’admissibilite des cycles ainsi que le comportement de ceux-ci vis a 
vis des applications d’oubli de points marques Ado.n —> Alo.fe necessite cependant 
quelques precautions. On developpera cette approche dans un travail ulterieur qui 
s’interessera par ailleurs a prouver d’autres relations classiques des polylogarithmes 
purement en terme de cycles algebriques, ceci en s’appuyant sur les constructions 
explicites de |Soul2] . 
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